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Abstrak 

Tujuan dari penulisan ini adalah mengetahui konstruksi bentuk graf aliran 
sinyal pada sistem persamaan Chapman-Kolmogorov. Persamaan Chapman-
Kolmogorov dapat dikonstruksikan ke dalam bentuk graf aliran sinyal. Cara 
mengkonstruksi graf aliran sinyal yang diperoleh dari sistem persamaan 
Chapman Kolmogorov  dengan metode Langsung adalah menyatakan sistem 
persamaan Chapman Kolmogorov  ke dalam bentuk persamaan matriks. 
 
Kata Kunci: persamaan Chapman Kolmogorov, graf aliran sinyal 
 
Pendahuluan 

Salah satu contoh bentuk proses  

stokastik adalah Rantai Markov. 

Rantai Markov memuat rangkaian 

kejadian atau kedudukan yang 

kemunculannya berdasarkan peluang 

tertentu yang hanya tergantung pada 

kedudukan sebelumnya. Rantai 

Markov dibagi menjadi dua macam 

yaitu Rantai Markov waktu diskrit 

dan Rantai Markov waktu kontinu. 

Dalam makalah ini yang akan dibahas 

adalah Rantai Markov waktu diskrit. 

Rantai Markov waktu diskrit adalah 

proses stokastik yang distribusi 

peluangnya memenuhi sifat Markov  

berikut ini. 
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 dan untuk setiap 

kedudukan . Ini me-

nunjukkan peluang kedudukan pada 

saat +n n

0, ≥nX n

{ }xXPx == 00 )(

 bergantung pada saat .  

Pada rantai Markov terdapat 

kedudukan awal, maka rantai Markov 

dengan  dilengkapi dengan 

distribusi awal π  

untuk setiap Sx∈ . Distribusi awal 

)(0 xπ  menyatakan peluang bahwa 

pada saat proses dimulai, rantai 
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Markov pada kedudukan x . 

Distribusi awal )(0 xπ  dari rantai 

Markov dengan ruang kedudukan 

 dapat dipandang 

sebagai vektor baris berukuran 

n} ..., 2, 1,  {0,S =

1+n

(0

, 

yaitu: 

( ))n),...,2(),1( 0),0()( 000 x πππππ =

,nX n

S

.  
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Misalkan  adalah rantai 

Markov yang mempunyai ruang 

kedudukan  dan fungsi transisi 

0≥

P . 

Jika Sxx ∈),(π , adalah bilangan non 

negatif yang jumlahnya sama dengan 

satu  dan jika 

 maka 
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disebut distribusi stasioner. Misalkan 

distribusi stasioner π  ada dan 

,)y y(),(lim yxPn

n
π=

∞→
S∈ ........... (1)                                                                  

maka tanpa memperhatikan distribusi 

awalnya, distribusi dari  

mendekati 

nX

π  untuk ∞→n . Untuk 

kasus seperti ini, π  dikatakan 

distribusi dengan kedudukan tetap 

(steady state distribution). 

Jika π  adalah distribusi stasioner dan 

jika persamaan (1) berlaku, dengan 

distribusi awal 0π , maka: 

...(2) ,),()()( 0 SyyxPxyXP
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Dari persamaan (1) dan (2) maka 
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Jika  

, 

maka didapatkan , 

untuk 

n

= . Persamaan 

∑=
i

ij yxPww ),(

wPw

 dapat diubah 

kedalam bentuk matriks menjadi 

= . Selanjutnya,   

disebut dengan persamaan Chapman 

Kolmogorov. 

wPw =

Pembahasan 

Konstruksi bentuk graf Aliran 

Sinyal pada persamaan Chapman-

Kolmogorov mengacu pada kon-

struksi bentuk graf Aliran Sinyal pada 
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( )nwwwww K321sistem linear. Berikut ini uraian dalam 

mengkonstruksi graf Aliran Sinyal 

pada persamaan Chapman 

Kolmogorov. Diberikan sistem 

persamaan Chapman Kolmogorov 

dari suatu rantai Markov yang 

dinyatakan dalam persamaan matriks 

sebagai berikut. 

dengan =  

dan  
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Persamaan (3) dapat dijabarkan 

sebagai berikut.                                     
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(4)

Dengan demikian, persamaan (4) 

dapat dinyatakan sebagai berikut. 
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Persamaan (6) adalah sistem 

persamaan dengan n persamaan dalam 

n bilangan tak diketahui. Oleh karena 

itu, persamaan (6) mempunyai 

pemecahan lebih dari satu. 

Selanjutnya, karena merupakan rantai 

Markov maka pemecahan dari 

persamaan (6) harus memenuhi:                           (5)   

Bentuk persamaan (5) adalah 

sistem persamaan dengan n 

persamaan sehingga dapat ditulis 

menjadi sebagai berikut. 

=++++ nwwww L   ........   (7)                     

Menurut aturan Cramer, jika AX=B 

adalah sistem persamaan yang terdiri 

dari n persamaan linear dalam n 

bilangan yang tak diketahui sehingga  ............................ (6) 



 
 

0)det( ≠A , maka sistem persamaan 

tersebut mempunyai pemecahan 
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)det(
)det( 1

1 A
Ax = , 

)det(
)det( 2

1 A
Ax = ,…, 

)det(
)det(

1 A
A

x n=   

di mana  adalah matriks yang 

didapatkan dengan menggantikan 

entri-entri dalam kolom ke-j dari A 

dengan entri-entri dalam matriks B. 

Jadi, dari persamaan (6) dan (7) maka 

didapatkan persamaan sebagai 

berikut. 
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di mana  adalah matriks yang 

didapatkan dari matriks  I P−
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dengan mengganti entri-entri dari 

suatu kolom ke-j dengan 1 dan V  

adalah vektor baris dengan semua 

entrinya nol, kecuali pada entri ke-

jnya adalah 1. Jadi,  
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Bentuk  pada persamaan (9) dapat dijabarkan sebagai berikut. 
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atau dapat diubah kedalam bentuk:    .........................................   (10) ∗− jPI )2(

Akibat persamaan (10), maka persamaan (9) menjadi sebagai berikut. 
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Persamaan (11) dapat dijabarkan sebagai berikut. 
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Maka sistem persamaan 

Chapman Kolmogorov dapat dinyata-

kan dalam bentuk graf Aliran Sinyal  

untuk peubah  sebagai 

berikut. 
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Gambar 1. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  1

 
 

 
Gambar 2. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  2

 
Gambar 3. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  

 

 
Gambar 4. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  

 

 
Gambar 5. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  
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Gambar 6. 

Graf Aliran Sinyal untuk peubah  nw

Berdasarkan gambar graf Aliran 

Sinyal untuk setiap peubah 

, maka 

dihasilkan pola graf Aliran Sinyal 

untuk peubah  

njjj wwwwww ,,,,,,, 1121 KK +−

,,,, 121 −jwww K

njj www ,,, 1 K+  sebagai berikut. 

1. Terdapat 1 busur yang meng-

hubungkan simpul  dengan 

simpul peubah  yaitu busur 

 dengan bobot -1 yang 

ditunjukkan sebagai berikut. 

0v

jw

),( 0 jwv

 
Gambar 7. 

Busur  dengan bobot -1 ),( 0 jwv

jw = peubah ke-j, untuk  nj ,,2,1 K=

2. Terdapat n busur yang meng-

hubungkan simpul peubah  

dengan simpul peubah 

 

yaitu busur  

 

seperti pada gambar berikut. 

jw

 
Gambar 8. 

 
Ilustrasi pada gambar 8. dapat 

dinyatakan secara umum dalam 

bentuk sebagai berikut. 

 
Gambar 9. 

Busur (  

 = peubah ke-j, untuk                     

 = peubah ke-i, untuk  

−3. Terdapat n  busur yang meng-

hubungkan simpul peubah 
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 dengan 

simpul peubah  yaitu busur 

  

seperti pada 

gambar berikut. 

),,1 jj w−

),,1 jw−

n,,2 K

,,2,1 K

jip
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Gambar 10. 

Busur  
 

 

Ilustrasi pada gambar 10. dapat 

dinyatakan secara umum sebagai 

berikut. 

 
Gambar 11. 

Busur  

w = peubah ke-j, untuk  

w =peubah ke-i, untuk =i

nj ,,1,1 K+−j  

− = bobot pada busur  

untuk 

),( ij ww

njji ,,1,1,,2,1 KK − +=  

4. Terdapat sikel yang terdiri atas  2 

simpul yaitu simpul peubah  

dan  yang saling terhubung satu 

sama lain dengan setiap simpulnya 

terdapat busur gelang seperti yang 

ditunjukkan pada gambar berikut. 

kw

iw

kw iw

kw iw

1

 
Gambar 12.  

Ilustrasi sikel peubah  dan  

Penjabaran lebih lanjut pada sikel 

yang memuat simpul  dan  

berdasarkan gambar 12 ditunjukkan 

sebagai berikut. 

=k

njj ,,1,1,,2 KK

 untuk 

 
dengan i +−=                       

untuk 2=k  
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dengan njji ,,1,1,,3 KK +−=  

untuk  1−= jk

 
dengan  nji ,,2 K+=

untuk  1−= nk

 
dengan                ni =

Gambar 13. 
Ilustrasi penjabaran sikel dengan 2 

simpul  dan  kw iw

Penutup 

Berdasarkan pola graf Aliran 

Sinyal untuk peubah pada sistem 

linear maka dihasilkan konstruksi 

keseluruhan graf Aliran Sinyal pada 

sistem persamaan Chapman 

Kolmogorov. 
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