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Abstrak 
 

Tulisan ini bertujuan untuk mendefinisikan topologi ruang linier dan 
menyelidiki homeomorphisma topologi ruang linear. Metode yang 
digunakan adalah studi literature. Berdasarkan definisi pada topologi, 
ruang topologi dan ruang linier, maka topologi ruang linier adalah suatu 
pasangan ( )τ,X  di mana X  adalah ruang linier dan τ  adalah topologi 

pada X , dan operasi linier yang berlaku dalam ( )τ,X , yaitu penjumlahan 

( ) yxyx +→,  yang didefinisikan pada XXX →×  dan perkalian dengan 

skalar ( ) xx αα →,  yang didefinisikan pada XXR →× , adalah kontinu. 

Dapat ditunjukkan bahwa topologi ruang linier ( )τ,X  adalah merupakan 
homeomorphisma. 

 
Kata Kunci:   topologi, ruang topologi, ruang linear 
 
Pendahuluan 

Topologi adalah salah satu 

topik dalam bidang Analisis Real. 

Topolog mulai dimunculkan pada 

abad XVIII oleh Leonhard Euler, 

seorang ahli matematika Swiss,. 

Topologi merupakan pengembang-

an dari konsep-konsep seperti him-

punan, interval, bilangan, fungsi, li-

mit, persekitaran dan lain-lain. To-

pologi diasumsikan sebagai koleksi 

himpunan terbuka. Koleksi adalah 

himpunan dari kelas, sedangkan ke-

las adalah himpunan dari himpunan 

(Lipschutz:1985:2). Topologi dise-

but topological jika terdapat fungsi 

kontinu dan terbuka. Menurut Hu-

tahean (1979:33), kekontinuan pada 

selang tertutup dalam 1R  berim-

plikasi munculnya sifat-sifat seperti 

keterbatasan fungsi, fungsi maksi-

mum dan minimum, dan lain-lain. 

Konsep topologi pada 1R , garis riil, 

ruang metrik atau yang sudah ada 

sebelumnya mempunyai kesamaan 

yang bisa dianalogikan pada ruang 
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lain, termasuk ruang linier. Ruang 

linier disebut ruang vektor, yaitu 

suatu ruang yang ditentukan oleh 

himpunan tak kosong dengan dua 

operasi yang berlaku padanya. Su-

atu himpunan dikatakan ruang lini-

er jika memenuhi dua operasi alja-

bar, yaitu penjumlahan dan perka-

lian skalar dan memenuhi sifat 

yang berlaku pada aksioma lapang-

an (field) yaitu tertutup, asosiatif, 

distributif, komutatif, mempunyai 

elemen identitas dan mempunyai 

invers. Ruang linear mempunyai 

dua kemungkinan yaitu bebas line-

ar dan tak bebas linier. Pembentuk 

(generator) yang menjadi basis 

ruang linear adalah himpunan yang 

bebas linier. 

Topologi ruang linier adalah 

proses topologi pada ruang linier 

atau ruang metrik. Operasi pada 

ruang linier bersifat kontinu dan 

konsekuensi dari definisi tersebut 

adalah fungsi atau pemetaan yang 

didefinisikan merupakan suatu 

homeomorphisma, selain kontinu 

dan terbuka juga memenuhi fungsi 

bijektif.  

Berdasarkan uraian tersebut, 

rumusan masalah yang diajukan 

adalah : 

1. Bilamana suatu himpunan 

disebut topologi ruang linier? 

2. Apakah topologi ruang linier 

adalah suatu homeomorphisma 

karena pemetaan yang berlaku 

di dalamnya adalah homeo-

morphisma. 

 

Landasan Teori 
 

1. Kedudukan Titik dan 
Himpunan 

a. Interval 

Diberikan Rba ∈, dengan 

ba < , Himpunan bilangan riil 

{ }bpaRp <<∈ :  disebut interval 

terbuka dan ditulis ( )ba, . Semua ti-

tik antara ba dan   berada dalam in-

terval ( )ba, , tetapi ba,  bukan ang-

gota (tidak terdapat) dalam interval. 

Himpunan { }bpaRp ≤≤∈ :  dise-

but interval tertutup dan ditulis 

[ ]ba, . Semua titik antara ba dan  , 

dan ba,  berada dalam interval 

[ ]ba, . 
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b. Persekitaran 

Persekitaran titik p  adalah 

suatu himpunan ( )pNr  yang terdiri 

atas semua titik q  sehingga 

( ) rqpd <, . Bilangan r disebut ra-

dius dari ( )pNr . Setiap perse-

kitaran adalah himpunan terbuka.  

Proposisi 1.b.1. 
 (Aksioma Persekitaran)  

a. ( )pNr  tidak kosong dan p 

termasuk ke dalam setiap 

anggota ( )pNr  

b. Irisan dari dua anggota 

( )pNr   termasuk ( )pNr  

c. Setiap superset dari anggo-

ta ( )pNr   termasuk ( )pNr  

d. Setiap anggota ( )pNN r∈  

adalah superset dari anggo-

ta ( )pNG r∈  di mana G  

adalah persekitaran dari 

masing-masing titiknya, ya-

itu ( )pNG r∈   untuk ma-

sing-masing Gg ∈ . 

c. Titik Dalam 

Titik p  disebut titik-dalam 

dari himpunan A  jika terdapat in-

terval terbuka I  sedemikian se-

hingga AIp ⊂∈ . Himpunan se-

mua titik-dalam dari himpunan A  

disebut titik-dalam dari A  dan di-

tulis
oA . φ=== 000 QIN , RR =0

 

dan AA =0
 untuk semua A .  

d. Titik Luar 

Suatu titik p  disebut titik-

luar dari himpunan A  jika terdapat 

persekitaran ( )pNr  sedemikian 

sehingga ( ) φ=∩ ApNr . Himpu-

nan semua titik-luar dari himpunan 

A  disebut exterior A  dan ditulis 

eA  atau ( )Aext . 

e. Titik Limit 

Definisi 1.e.1. 

Diketahui RA ⊆ .Titik Rp∈

dinamakan titik limit (titik kum-

pul) himpunan A , jika setiap 

persekitaran dari p  mengan-

dung suatu titik dari A  yang 

berbeda dengan p . Himpunan 

titik limit dinyatakan dengan 

'A . Jadi 'Ap∈ jika untuk seti-

ap 0>r berlaku

( ) { } φ≠−∩ pApNr . 
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Teorema 1.e.2. 

Titik p  adalah titik limit him-

punan RA ⊆ , jika dan hanya 

jika setiap persekitaran terbuka 

dari p  mengandung tak ber-

hingga banyaknya titik dari A . 

Teorema 1.e.3.  

Himpunan yang tak berhingga 

dan terbatas di R  selalu mem-

punyai titik limit. 

f. Himpunan Terbuka 

Definisi 1.f.1. 

Diketahui RA ⊂ . Interval ter-

buka ( )rprp +− ,  dinamakan 

persekitaran terbuka dengan 

pusat p  dan radius r  dan di-

nyatakan dengan ( )pNr . 

Titik p  dinamakan titik-dalam 

A , jika ada suatu ( )pNr  yang 

termuat di dalam A . Himpunan 

titik-titik-dalam A  dinyatakan 

dengan 0A . A  dinamakan him-

punan terbuka, jika setiap titik 

dari A  adalah titik-dalamA . 

Jadi, A  terbuka jika 0A = A . 

 

 

Teorema 1.f.2.  

Sifat himpunan terbuka : 

a. Rdan  φ  adalah himpunan 

terbuka 

b. Jika αA  suatu himpunan 

terbuka, untuk ∆∈α  ma-

ka U
∆∈α

αA  juga merupakan 

himpunan terbuka. 

c. Jika iA  merupakan him-

punan terbuka untuk i = 

1,2,3,…………,n maka 

I
n

i
iA

1=

 juga merupakan 

himpunan terbuka. 

Teorema 1.f.3.  

Setiap himpunan terbuka di R  

adalah gabungan terbilang 

interval terbuka yang saling 

lepas. 

g. Himpunan Tertutup 

Definisi 1.g.1. 

Suatu himpunan A  dikatakan 

tertutup jika AA ⊆' . Penutup 

himpunan A  didefinisikan 

sebagai gabungan AA dan  '  

dan dinyatakan dengan A . Jadi 

'AAA ∪= . Himpunan titik 
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limit  'A dinyatakan dengan 

 ''A , jadi ( )'''' KK = . 

Lemma 1.g.2. 

 'A adalah himpunan tertutup , 

jadi ''' AA ⊆ . 

Lemma 1.g.3.  

Jika BA⊆  maka '' BA ⊆ . 

Lemma 1.g.4. 

( ) ''' BABA ∪=∪ . 

Teorema 1.g.5. 

Setiap himpunan terbuka di R  

dapat dituliskan sebagai ga-

bungan terbilang himpunan 

tertutup. 

2. Fungsi 

Misalkan masing-masing ele-

men dari himpunan A  dipasangkan 

dengan suatu elemen tunggal dari 

himpunan B ; suatu koleksi,f , 

yang memasangkan elemen-elemen 

tersebut disebut fungsi (atau peme-

taan) dari (atau pada) A  ke B  dan 

ditulis BAatauBAf f→→: . 

Elemen tunggal pada B  yang dipe-

takan Aa∈ dengan f  ditulis ( )af  

dan disebut nilai dari f  pada a  

atau bayangan (image) dari a  di 

bawah fungsif . Jika ( ) BAf = , 

maka dapat dikatakan bahwa 

BAf →:  adalah fungsi dari A  

kepada (onto) B ; dapat dikatakan 

juga bahwa fungsi BAf →:  

adalah surjektif. Selanjutnya, 

BAf →:  adalah surjektif jika 

dan hanya jika untuk setiap titik b  

dalam , terdapat paling sedikit satu 

titik a  dalam A  sedemikian 

sehingga ( ) baf = . Fungsi 

BAf →:  disebut satu-satu atau 

injektif jika dan hanya jika image 

(bayangan) dari titik-titik yang 

berbeda dalam A  adalah berbeda; 

dengan kata lain, f adalah injektif 

jika dan hanya jika, untuk 

sembarang titik a  dan b  anggota 

A , ba ≠  mengakibatkan 

( ) ( )bfaf ≠ . Fungsi BAf →:  

disebut bijektif jika surjektif dan 

injektif. Diketahui BAf →:  

adalah fungsi bijektif. Kemudian, 

untuk masing-masing titik b  dalam 

B , invers image ( )bf 1−  dari b  

selalu singleton, yaitu titik tunggal 

dalam A . Tanda ( )bfb 1−→  
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mendefinisikan suatu fungsi dari B  

ke A   yang disebut fungsi invers 

dari f  dan ditulis ABf →− :1 . 

Jelas, bahwa 1−f  fungsi bijektif.  

a. Limit Fungsi  

Definisi 2.a.1  

Diketahui RA ⊂ , p  titik-

limit A   dan RAf →:  suatu 

fungsi. Lambang ( ) Lxf
px

=
→

lim  

berarti untuk setiap 0>ε  ada 

0>δ  sehingga ( )  ε<− Lxf

( ) .dan   bila pxApNx ≠∩∈ δ  

b. Fungsi Kontinu 

Definisi 2.b.1  

Diketahui RA ⊂  dan 

RAf →:  suatu fungsi. 

Fungsi f  dikatakan kontinu di 

titik Ap∈ , jika untuk setiap 

0>ε  ada 0>δ  sehingga 

( ) ( ) ( ) . bila ApNxpfxf ∩∈<− δε
Fungsi f  dikatakan kontinu, 

jika fungsi f kontinu di setiap 

titik Ap∈ . 

Teorema 2.b.2 

Diketahui RA ⊂ , 

 1AAp ∩∈  dan RAf →: su-

atu fungsi. Fungsi f  kontinu di 

p , jika dan hanya jika 

( ) ( )pfxf
px

=
→

lim . 

Teorema 2.b.3 

Jika f  dan g  dua fungsi ber-

nilai riil dengan daerah definisi 

RA ⊂  dan k  bilangan tetap, 

f dan g  kedua-duanya kon-

tinu, maka fungsi ,,kggf +

g

f
fg dan   adalah kontinu. 

Teorema 2.b.4.  

Diketahui RRf →:  suatu 

fungsi. Fungsi f  kontinu jika 

dan hanya jika untuk setiap 

himpunan terbuka ,RG∈

( )Gf 1−  merupakan himpunan 

terbuka. 

Definisi 2.b.5.  

Diketahui f  kontinu pada in-

terval terbuka ( )ba, , jika f  

kontinu di setiap titik ( )ba, . 

Fungsi f  kontinu pada interval 

tertutup [ ]ba,  jika kontinu di 

( )ba, , kontinu kanan di a  dan 

kontinu kiri di b . 
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3. Fungsi Terbuka dan Tertu-
tup 

 

Suatu fungsi kontinu mempu-

nyai sifat bahwa invers image 

setiap himpunan terbuka adalah 

terbuka dan invers image setiap 

himpunan tertutup adalah tertutup. 

Definisi dari fungsi terbuka dan 

tertutup adalah: 

a. Suatu fungsi YXf →:  disebut 

fungsi terbuka atau fungsi inte-

rior jika image dari setiap him-

punan terbuka adalah terbuka. 

b. Suatu fungsi YXg →:  disebut 

fungsi tertutup jika image dari 

setiap himpunan tertutup adalah 

tertutup. 

4. Homeomorphisma 

Definisi 4.1. (Homeomorphisma)  

Fungsi bijektif yang kontinu 

(satu-satu dan kepada) 

YXf →: , sedemikian hingga 

XYf →− :1  juga kontinu, di-

sebut homeomorphisma  dan 

ditulis YXf ≅: . 

 

 

 

5. Ruang Linear 

Definisi 5.1.  

X  adalah himpunan dari ele-

men-elemen yang selanjutnya 

disebut point, dan dinotasikan 

dengan huruf kecil: x, y, …  

Diasumsikan bahwa masing-

masing pasangan elemen x, y 

dapat dikombinasikan dengan 

proses yang disebut penjum-

lahan untuk menghasilkan ele-

men yang dinotasikan yxz +=

.Diasumsikan juga bahwa ma-

sing-masing bilangan real α  

dan elemen x  dapat dikombi-

nasikan dengan proses yang 

disebut perkalian untuk meng-

hasilkan elemen lain yang di-

notasikan dengan xy α= . Him-

punan X  dengan dua proses 

tersebut disebut ruang linear 

jika aksioma berikut terpenuhi: 

a. xyyx +=+  

b.( ) ( )zyxzyx ++=++  

c. Dalam X  terdapat elemen 

tunggal, 0 dan disebut elemen 

nol sehingga xx =+ 0  



 

Nila Kurniasih:  Topologi Ruang Linear 77 

 

d.Untuk masing-masing x  ber-

korespondensi dengan ele-

men tunggal x−  sehingga 

( ) 0=−+ xx  

e. ( ) yxyx ααα +=+  

f. ( ) yxx βαβα +=+  

g. ( ) ( )xx αββα =  

h. xx =.1  

i. 0.0 =x  

j. Jika ( ) xx −=−1  dan 0.0 =α  

dapat dituliskan 

( )yxyx −+=−  

6. Topologi dan RuangTopologi 
 

Topologi dilambangkan 

dengan τ dan merupakan koleksi 

dari himpunan-himpunan sedemi-

kian hingga: 

i. Himpunan kosong, φ , adalah 

anggota koleksi 

ii. Irisan dari dua anggota koleksi 

juga di dalam koleksi 

iii.  Gabungan dari subkoleksi juga 

di dalam koleksi 

Jika τ adalah suatu topologi, 

didefinisikan X  adalah gabungan 

dari semua anggota τ. Katakanlah 

X  adalah ruang dari τ dan τ adalah 

topologi pada X . Pasangan (X , τ) 

disebut ruang topologi. Masing-

masing anggota τ disebut himpunan 

terbuka pada X . Dengan aksioma 

di atas, maka X  adalah terbuka.  

Topologi dalam himpunanX , 

yaitu koleksi tak kosong τ⊆ 2 x   

dari himpunan-himpunan terbuka 

dalam X , disebut himpunan ter-

buka yang memenuhi empat aksio-

ma berikut : 

i. Himpunan kosong φ  adalah 

terbuka 

ii. Himpunan X  itu sendiri terbu-

ka 

iii.  Gabungan dari koleksi him-

punan terbuka adalah terbuka 

iv. Irisan dari dua himpunan 

terbuka adalah terbuka. 

Himpunan X  dikatakan ter-

topologi jika topologi τ diberikan 

dalam X . Himpunan tertopologi 

X  disebut ruang topologi, sing-

katnya ruang, dan topologi τ dalam 

X  disebut topologi dari ruang X . 

Himpunan-himpunan terbuka da-

lam τ disebut himpunan-himpunan 

terbuka dalam ruang X .  
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Pasangan ( )τ,X  yang terdiri 

atas himpunan X  dan topologi τ  

pada X  disebut ruang topologi. 

i. Karena x2  adalah koleksi dari 

semua himpunan bagian-him-

punan bagian dari X , x2  ada-

lah topologi. Topologi ini dise-

but topologi diskrit yang me-

ngandung anggota maksimal 

yang mungkin  dari himpunan. 

ii. X  merupakan perwakilan dari 

himpunan. Koleksi { }X,φτ =  

adalah topologi pada X . 

Topologi ini disebut topologi 

tak diskrit (topologi trivial) pa-

da X , yang mengandung ang-

gota paling sedikit dari him-

punan. Anggota yang topologi 

disebut titik. Anggota dari τ  

disebut himpunan terbuka dari 

ruang topologi ( )τ,X . 

 

Pembahasan 

Berikut ini dibahas definisi 

topologi ruang linier dan beberapa 

sifat yang berlaku dalam topologi 

ruang linier. 

1. Pengertian Topologi Ruang 
linier 

 

Definisi: 

Topologi ruang linier adalah 

suatu pasangan ( ,τ) di mana 

 adalah ruang linier dan τ 

adalah suatu topologi pada  

sedemikian hingga operasi al-

jabar dalam X adalah kontinu. 

Lebih spesifik tentang kontinu-

itas, dikatakan bahwa dua pe-

metaan ( ) yxyx +→,  dan 

( ) xx αα →,  adalah kontinu, 

yang pertama didefinisikan 

pada XXX →×  dan yang 

kedua didefinisikan pada 

XXR →× .  

Himpunan yang ada dalam 

koleksi τ disebut himpunan-him-

punan terbuka, dan persekitaran 

dari titik x  adalah suatu himpunan 

U  sedemikian hingga untuk suatu 

himpunan terbuka O terdapat 

UOx ⊂∈ . Aksioma kontinuitas 

tersebut dapat dinyatakan dalam 

istilah persekitaran berikut : 

a. Jika U  adalah persekitaran 

yx + , maka terdapat perseki-

X

X

X
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taran V  dari x  dan persekitar-

an W  dari y  sedemikian hing-

ga wv +  berada di dalam U  di 

mana Vv∈  dan Ww∈ . 

b. Jika U  adalah persekitaran da- 

ri xα , maka terdapat perseki-

taran V  dari α  dan W  dari x  

sedemikian hingga Uw∈λ  di 

mana V∈λ  dan Ww∈ . 

 Jika Vv∈  dan Ww∈  adalah 

himpunan terbuka, maka U  

adalah himpunan terbuka, dan 

( )Uf 1−  juga terbuka. 

Keduanya direpresentasikan pada 

gambar berikut. 

 

 

 

 

                                          

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

  

Gambar 1. Gambar Representasi Aksioma Kontinuitas 

 

Jika V∈λ  dan Ww∈  ada-

lah himpunan terbuka maka U  

adalah himpunan terbuka, dan 

( )Uf 1−  juga terbuka. 
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Operasi penjumlahan dan 

perkalian skalar dalam topologi 

ruang linier digunakan untuk meng-

operasikan persekitaran, karena se-

tiap persekitaran adalah himpunan 

terbuka dan hasil dari kedua opera-

si juga merupakan himpunan ter-

buka. Sehingga, operasi dalam to-

pologi ruang linier adalah kontinu. 

2. Homeomorphisme 
Topologi Ruang Linier 

 

Berdasarkan definisi tentang 

topologi ruang linier dan teorema 

kontinuitas fungsi, dapat diasumsi-

kan bahwa topologi ruang linier 

memenuhi sifat homeomorphisma. 

Sehingga sifat-sifat yang berlaku 

dalam topologi ruang linier adalah 

sebagai berikut : 

a. Topologi ruang linier adalah su-

atu homeomorphisma karena 

translasi (pemetaan) yang berla-

ku padanya adalah homeomor-

phisma 
 

Teorema 2.a.1 

Topologi ruang linier meru-

pakan suatu homeomorphisma. 

 

Bukti : 

Diberikan Xyx ∈,  dan α  ada-

lah skalar. Berdasarkan bukti 

tentang kontinuitas fungsi pada 

topologi ruang linier, dengan 

menggunakan syarat kontinu 

akan dibuktikan bahwa topologi 

ruang linier merupakan suatu 

homeomorphisma. 

Jika GA,  suatu himpunan terbu-

ka dalam , GAf →:  se-

hingga ( ) GAf =  suatu fungsi 

terbuka, dan ( ) AGf ⊆−1  mem-

buktikan suatu kontinuitas fungi 

pada f , maka dapat dianalo-

gikan untuk membuktikan konti-

nuitas pada 1−f , yaitu jika  ada-

lah himpunan terbuka, maka 

( )( ) 11 −− Gf  juga merupakan him-

punan terbuka. Berdasarkan ak-

sioma bahwa ( ) ff =−− 11 , untuk 

( )Gf 1− = A⊆ℑ , dapat diasum-

sikan bahwa ( )( ) 11 −− Gf = ( )ℑf  

suatu himpunan terbuka yang 

merupakan peta dari himpunan 

terbuka dalam ( )Gf 1− . Dengan 

X
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kata lain, ( )Gf 1−  adalah kon-

tinu. Karena syarat homeomor-

phisma adalah bijektif, f  

kontinu dan 1−f  kontinu, maka 

topologi ruang linier memenuhi 

syarat homeomorphisma. ■ 

Teorema 2.a.2 

X adalah Topologi ruang linier, 

XGXa ⊂∈ , . Kemudian 

( )aNG∈  jika dan hanya jika 

NaG ∈− . Dengan kata lain, 

( )aNUa ∈+  jika dan hanya 

jika NU ∈ . 

Bukti : 

Untuk a tetap, pemetaan 

axx +→  adalah kontinu. In-

vers dari pemetaan tersebut, 

axx −→  juga kontinu. Karena 

itu, pemetaan tersebut adalah 

homeomorphisma dari  ke 

dirinya sendiri dan juga perseki-

taran yang membentuk .■ 

 

Teorema 2.a.3 

X  adalah Topologi Ruang Lini-

er dan NU ∈ . Maka NU ∈α  

untuk setiap 0≠α  

 

Bukti : 

K∈α , selain itu Uα  kurang 

berarti. Pemetaan xx α→  ada-

lah kontinu, sebagaimana invers-

nya ( )xx α
1→ , maka pemetaan 

ini adalah homeomorphisma dari 

X  kepada dirinya sendiri dan 

karena itu membentuk himpunan 

terbuka. ■ 

Penutup 

Dari studi literature tentang 

topologi ruang linear dapat disim-

pulkan bahwa : 

1. Topologi tuang linier adalah 

pasangan ( ,τ) di mana  

adalah ruang linier dan τ ada-

lah suatu topologi pada  

sedemikian hingga operasi 

aljabar dalam X, yaitu dua 

pemetaan ( ) yxyx +→,  dide-

finisikan pada XXX →×  

dan ( ) xx αα →,  didefinisikan 

pada XXR →×  adalah kon-

tinu. 

2. Berdasarkan definisi topologi 

ruang linier maka dapat ditun-

jukkan homeomorphisma topo-

X

X

X X

X
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logi ruang linier karena tran-

slasi (pemetaan) yang berlaku 

di dalamnya adalah homeo-

morphisma. 

Topologi ruang linier masih 

bisa dikembangkan terutama pada 

sifat-sifatnya yang merupakan ana-

logi dari sifat-sifat yang berlaku da-

lam topologi ruang lain yang sebe-

narnya merupakan implikasi dari 

proses topologi. 

 Menggunakan teori dasar 

himpunan yang dikembangkan da-

lam analisis real dan aljabar, dapat 

menemukan modifikasi topologi 

ruang linier. 
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