APLIKASI DISTRIBUSI LOGNORMAL
DALAM STATISTIKA

Abu Syafik
Jurusan Pendidikan Matematika
FKIP Universitas Muhammadiyah Purworejo

Abstrak

Salah satu distribusi yang penting dan banyak digunakan dalam statistika
adalah distribusi normal. Karena distribusi normal merupakan dasar dari
statistika maka distribusi normal merupakan dasar hukum untuk semua
distribusi peluang. Terutama distribusi peluang dengan peubah acak kontinu.
Satu-satunya distribusi peluang dengan peubah acak kontinu yang mengikuti
hukum distribusi normal adalah distribusi lognormal.

Distribusi Lognormal mengikuti hukum distribusi normal,

karena

distribusi lognormal diperoleh dari transformasi peubah acak pada fungsi

densitas distribusi Normall.

Kata Kunci: distribusi normal, fungsi densitas, aplikasi

Pendahuluan

Statistika adalah ilmu yang
berhubungan dengan pengumpul- an

pengaturan,  perhitungan,

peng-
gambaran dari penganalisisan data,
serta  penarikan  kesimpulan  dan
pengambilan keputusan yang rasio-
nal berdasarkan hasil analisis yang
dilakukan.  Penerapan  (aplikasi)
statistika digunakan dalam berbagai
bidang seperti ilmu fisika, ilmu
teknik, perdagangan atau usaha, ilmu
kesehatan dan biologi, ilmu sosial dan

pendidikan.

Dalam penerapan statistika
digunakan berbagai metode statis- tika
sesuai dengan kebutuhan. Salah satu
metode statistika yang diguna-kan
Pada

Statistika Matematikal telah dipela-

adalah  distribusi  peluang.

jari  beberapa distribusi peluang
khusus yang penting baik distribusi
peluang dengan peubah acak diskrit
maupun distribusi  peluang dengan
peubah acak kontinu. Salah satu

distribusi peluang dengan peubah
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acak kon-tinu adalah distribusi
normal.

Distribusi normal merupa-kan
salah satu distribusi yang pen- ting
dan banyak digunakan. Karena
distribusi normal merupakan hu- kum
peluang untuk distribusi pelu- ang
terutama. Distribusi peluang dengan
peubah acak kontinu. Ada satu
distribusi peluang dengan pe- ubah
acak kontinu yang mengikuti distribusi

normal yaitu distribusi lognormal.

Distribusi Lognormal
Distribusi lognormal dalam

bentuk sederhana adalah fungsi
densitas dari sebuah peubah acak
yang logaritmanya mengikuti hu-
kum distribusi normal.Adapun de-
finisi dari distribusi lognormal ada-

lah sebagai berikut :

Definisi 1:
Misalkan sebuah peubah acak X
mempunyai ruang range atau daerah

hasil Rx = {x/0 < x <o} dan Y
= InX mengikuti distribusi normal

dengan rata-rata i, dan varians o y2 .

Fungsi densitas dari peubah acak X

didefinisikan sebagai :

S = V2ot

Jtoms )

=0, xlainnya

Fungsi densitas pada definisi 1
diperoleh dari  distribusi normal
dengan mentransformasikan peu-bah
acaknya. Berikut uraian bagai-mana
fungsi distribusi lognormal diperoleh.

Misalkan X dan Y adalah dua
buah peubah acak dengan Y
mengikuti distribusi normal. Jika X
= exp (Y) atau Y = In X, maka
distribusi peubah acak X diperoleh

dengan mentransformasikan peu-bah

acak Y = In X, yaitu:
dx
f(x) = &(y) ’d—’
X

dengan g(x) adalah fungsi densitas

dari distribusi normal. Hubungan
nilai y dari 'Y dengan x dari X

diberikan dengan
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dy 1 . dx
y = In x, maka —— = —sehingga |—
dx x dx

maka fungsi densitas dari distribusi

lognormal berbentuk:

f(x)=%(2ﬂ0.5)y2 exp |- é(lnx x> 0]

=0, x lainnya
Kita periksa bahwa f(x) yang dipe
roleh merupakan fungsi densitas.
(1) f(x)=0,untuk setiap x >0
() | f(x)dx

1 1
=lo-4Q2n o’ ) exp [ 5 (Inx- m)Jdx

2
y

Inx —
Misal z = 2XTH maka
o2
y
dz=de
Xo

y
Batas-batas dalam z
untuk x — 0, maka z — —©
untuk x — oo, maka z — o

sehingga diperoleh

o0

Tf(x)dx = I(Zﬂ)fé exp[— %z2 ]dx

—00

_ 2T Qr) expl- 122 fax
0

Kita ingat bahwa

o0

Iexp[— au2]d = %(;)%,a >0

Maka T f(x)dx =1.

Jadi, fungsi (fx) pada definisi 1
merupakan fungsi densitas.

Kita akan menentukan pa-
rameter dari besaran-besaran yang
berkaitan dengan distribusi lognor-
mal, seperti: rata-rata, varians, mo-
dus, median, momen,ukuran kemi-

ringan dan ukuran keruncingan.

1. Rata-rata dan Varian
Jika kita memperhatikan defi- nisi
I,maka terdapat dua para- meter
dan distribusi lognormal yaitu p,

dan Jj . Rata-rata dan varians dari

dis- tribusi lognormal adalah

=

(X)=p, = [x.f(x)dx

= J‘x.f(ZﬂGf)J?exp[f i(ln X - yJ,)Z}dx

. Inx u,
misalz= ——,
o

y

Abu Syafik: Aplikasi Distribusi Lognormal dalam Statistika



maka dz = —dx
X0

y

x=exp (oyz+ |1y)

Batas-batas dalam z
untuk x — 0, maka z - —©
untuk x — o, maka z — o0

sehingga:
EX)=p, = Texp(ayz+ u, )(27[)'é ex;{ﬁ% z* ]dx
=exps, +307) T(Z?Z’)% ex}{—% (o )]dx

u, = exp[,uy +%—0'y2]

Sedangkan untuk memperoleh vari-

ans kita perlu menghitung

E(X*) = sz.f(x)dx
_ Tx.%(Zﬂ'G;)_% exp[—ﬁ(lnx— ,uy)szx
=explL, +%O'§)T(27Z')fIZ ex;{—%(zz —of)]dx

Inx p,

5

misal z =
o

y

1
maka dz= —-udx
xo,

X =exp (oyz+ )
Batas-batas dalam z

untuk x — 0, maka z — —©

untuk x — o, maka z — o0

sehingga:

E(X*)= jexp(Zoyz +2p,)27) * exp[— 1z ]dx

—0

—exply, )25 T(zn)*i eqhL (2 —4o,z+407) i

—explu) +207 [ e ~20 i

=expQu,) +2Gf_w

sehingga:

Var(X)=o’ = E(X*) - |E(X)? |

= exp[2,uy +20,; ]— [exp(,uy +io) )]2

cl= exp[2yy +20; ]— [exp(of,) - 1]
Apabila rata-rata dan varians

dari Y dinyatakan dalam rata-rata dan

varians dari X, maka dari
cl= exp[2yy +20; ]— [exp(of,) - 1]
= 72 [exp(0?)-1]
2

o

X
2

e
X

exp (o)) =1+

2

Pl
atau ¢> =In|l + —= |,
y 2
=
x
dan dari

ux  =exp (uy+ 20))
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Inp, =py+Yo]
py =lnp-Y% o)

2

P

by =Inp,."21n 1+—§
w
X

2+O_2

ty=Inpy- 2 In —
U

¥y

y=Inpy- % [In (p;+07)—In ﬂi)
py=Inp-Y2 [In (@ + 0 )+ Yaln g
uy=2Inp-%In(u; +a?)

y=Inpy- Y2 [In(u; + a;)

2

1

y = In|——=—
T Wil

2. Modus dari Median
Modus dari sebuah dis-
tribusi didefinisikan sebagai nilai
x yang mengakibatkan nilai fungsi
kepadatan peluang f(x) mencapai
maksimum.Nilai f (x) akan
maksimum jika dan hanya jika

f(x) = 0. Dari definisi 1 kita tahu

bahwa:

1

1 :f(Zyof) 2 ex;{—?ﬁ (lnx—y},)z},x >0

maka

1 S
100 =—2uc?) exf e |

Karena f” (x) = 0, maka

;12(2#!05 5 exr{—jg (lnx—ﬂy)z} =

InG)—42 | 1 ! 1
[ = }?(2‘“’5) ex{‘zﬂoz

y y

(Inx -, )}

sehingga o= [Inx - uy] atau
Inx=- ¢} atau

X =exp (1y-0))
Jadi modus dari distri-busi
lognormal terjadi pada:

X = exp (1y-0))
Sedangkan median dari sebuah
distribusi  didefinisikan sebagai
nilai x sedemikian sehingga (X <
x ) = P (X > x). Dari definisi 1
kita ketahui bahwa Y = In X
dengan rata-rata p, dari varians
o, sehingga:
P(X<x)=P(X>x)

P(In X<Inx)=P (In X >Inx)
P(Y<Inx)=P (Y >Inx)

Inx pu, Inx u,
P|Z<——— ¥P|Z> ?

Jo’ o’
y y
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Hal di atas akan terjadi jika hanya

Sehingga In x - py= 0 atau

x = exp (iy)

Jadi media dari distribusi lognormal
terjadi pada x = exp (uy)

. Momen

Nilai ekspektasi dari X
(ditulis E(X) adalah momen
kesatu sedangkan E (X) adalah
rata-rata, maka rata-rata meru-
pakan momen kesatu. Sehingga
momen kesatu distribusi log-

normal adalah :
pi=exp (Wy+Y o))

Nilai ekspektasi X? (ditulis

E(X?)) merupakan momen ke-
dua. Sehingga momen kedua dari
distribusi lognormal adalah : p, =
exp 2py+20?)

Nilai ekspektasi X° (ditulis E
(X*)) merupakan momen ketiga.

Sehingga momen ketiga dari

distribusi lognormal ada-lah: p; =

9 2
exp (Buy+ 5 c,)
Secara umum momen ke-k:
we=exp (kipy+ 2 k*a})
Sedangkan momen ketiga dan

keempat sekitar rata-rata adalah

W3 =p3-3 pps+2(w)’

9 2
=exp Gpuy+ 5 0,)-3

= [exp(,ux +50, ){ex{&uy +% o, ﬂ
1,
+2{exp(,uy +5 o, ﬂ
[eXP(Mx t—o )}
—3{exp(3u +—o0 H
+ 2{exp[3,u +—-0 ﬂ

= {exr)( 3p, + 50_5)}

exp (02)- exp (07)+ 2]
= {exp(,ux +%O‘§ )T

[exp(3c7§ )— 3 exp(cyi )+ 2]

N|w N w
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4. Ukuran Kemiringan
Untuk menentukan mo-del
lengkungan kurva dari suatu
distribusi ditinjau dari koefisien
kemiringannya, kita harus meng-
hitung dahulu koefisien kemi-
ringan. Koefisien kemiringan
diperoleh dengan menggunakan

rumus:

v
Gi=—

o
dengan (; : koefisien ketiga
sekitar rata-rata
13 : momen ketiga
sekitar rata-rata

¢ = simpangan baku

suatu distribusi

Sehingga koefisien kemiringan

distribusi lognormal adalah:

_ (1)’ (lexp(o7) — 1" + 3[exp(30;) — 11°)

5. UKuran

S

(1[exp(c?) —1])°
G = [GXP(Gyz)—l]E +3[6XP(0§) -1]

2=

Keruncingan (Kur-
tosis)

Untuk menentukan ke-
dari  suatu

runcingan  kurva

distribusi digunakan rumus:

M,
=—-3
QZ 04
dengan &, : koefisien
keruncingan

L4 : momen keempat
sekitar rata-rata
c = simpangan baku
Sehingga koefisien keruncingan

distribusi lognormal adalah:

¢, =[expe;)+1]* +fexpe))-1]°
+1 5[exp6y2)+1]2 +1 ({epryz)-l]

Grafik Distribusi Lognormal
Dari hasil perhitungan sebelumnya,

seperti rata-rata modus, median,

ukuran  kemiringan dan ukuran

keruncingan, maka  grafik dari

distribusi  lognormal  digambarkan

sebagai berikut:
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A f(X)

v

Mo Me X X
Gambar 2.

Contoh soal dan penyelesaian:
1. Misalkan x adalah peubah acak
dengan Y = In X yang meng-ikuti
distribusi lognormal dengan rata-
rata
uy = 50 dan
varians o, =25.

Tentukan:

a. Rata-rata, varians, modus, dan
median dari peubah acak X

b. P(x < 10)*

Penyelesaian:

1

a. Mx=exp (ux+ Py Gi)
=1,39x 10%

o, =exp(2y+o; )[exp(o} ) 1]

=1,39 x 1085

2
(¢
Mo =exp (uy- ")

=7,20x 1010

Me = exp (py)
=5,18x 1010

b. P(X)< 10
=P (In X < 10*")
=P (Y <10*"
10" 50
5
=P (Z<-0,33)
=0,3707

=P(Z<

. Buktikan jika X mempunyai

distribusi lognormal dengan rata-

rata dan varians csj dan a,b beserta
d adalah tiga buah konstanta
dengan b = exp (d) maka W = b
X* mempunyai distribusi
lognormal dan rata-rata (d +o7)
dan varians (a*c? ).

Bukti:

Diketahui : X berdistribusi log-

normal, maka :

fx)= %l:(ZH'Gf )% epr— ! 5 }(lnx —H, )2 ], x> O]
’ 20,

I

W = bx", maka X = %ﬁ ]
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Hubungan nilai w dari W de-ngan

x dari X diberikan dengan

1
a

W hi dx
= — in —
x b SRR Gy

=E

Batas dalam w

= —/— X

ab

1

Untuk x > 0, maka w > 0.

o =

dx

dw

W
g(w) =y

_1 (27ra26i )_2
w

2a26ﬁ
= l(27za26y2)5
w
exl{— 2a21c72 (1nw—(1nb+a,uy ))2
y
= l (27m20'y2 )_;
w
exp| — Y 1O'i (ln w— (d +au, ))2

Jadi g(w) merupakan fungsi densitas
dari distribusi lognor-mal dengan rata

(d + ap,) dan varians (a® 6, ).

Penutup

1. Definisi Distribusi Lognormal
Misalkan sebuah peubah acak X
mempunyai range atau dae-rah
hasil Ry= {x |0 <x <~} dan Y =
In X mengikuti distribusi normal

dengan rata-rata py dan varians

2

Gy.
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Fungsi densitas dari peubah acak

X didefinisikan sebagai:
flx)=1 (Z,uof )_% ex;{—j% (Inx—p1,)° },x >0
=0 ,X lainnya

2. Rata-rata dan Varians distribusi

lognormal adalah:
1
Bx = exp (ux + 5 6.) dan

o, =exp(2uyto’)exp(ol)—1]

3. Modus dan median distribusi

lognormal terjadi pada:
x=exp (iy- o))
dan x =exp (Uy)
4. Secara umum momen ke-k

diberikan oleh:

1
MZmpFw+5Vﬁ}

5. Koefisien kemiringan distribusi

lognormal adalah:

61 =[exp(e) =11 +3[exp(o}) -1
Koefisien keruncingan distri-busi

lognormal adalah:
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